Integrace substitu¢ni metodou
ProtoZe nemame obecné platny vztah pro integraci soucinu, podilu a slozené funkce,

metodu.

Substituce typu ¢ = ¢(x)

Véta : Necht funkce ¢ = ¢(x) ma derivaci na intervalu («, f) a zobrazuje ho na interval

(a,b). Necht funkce f(¢) je spojita na intervalu (a,b). Pak na intervalu («, ) plati
[ /(@)@ xydx = [ f @y,

dosadime-li do primitivni funkce na pravé stran¢ ¢ = ¢(x).

Integraci substitu¢ni metodou provadime podle nésledujiciho schématu :

[ £ g ear =" =P 1 0yt = ey + e = Fp()+c
dt =@'(x)dx

Tato substituce se pouziva vétSinou tehdy, feSime-li integral ze sloZzené funkce a v integrandu

je obsazena i derivace vnitini slozky.
Za novou promeénnou ¢ ¢asto volime vnitini slozku ¢(x) slozené funkce.

Abychom urcili vztah mezi diferencidlem ,,plivodni“ proménné x a ,,nové*“ proménné ¢,
budeme substitucni rovnici diferencovat, tj. vypocitdme derivace obou stran substitu¢ni
rovnice nasobené piisluSnymi diferencialy proménnych 7 a x.

Pak zavedeme do daného integralu novou proménnou a dostaneme J- f(t)dt . Za ptedpokladu,

7Ze umime najit primitivni funkci F(¢), dosadime do ni na zavér ¢ = ¢(x), abychom dostali
vysledek v ptivodni proménné x.

Priklad : Substitu¢ni metodou vypocitejte integral jcos(7x - 18)dx .

Reseni :
substituce :
t=7x-18| . .
jcos(7x —18)dx =| dt = Tdx :j—coszdzz “sint+C =—sin(7x—18) + C
gt 7 7 7
dx = —
7

Poznamka : Tento integraly bylo mozné vypocitat pfimo pomoci vzorce V9.




Substituce typu x = ¢(¢)

Véta : Necht funkce f(x) je spojita na intervalu (a,b). Necht prosta funkce ¢(¢) ma nenu-

lovou derivaci na intervalu (e, ) a zobrazuje ho na interval (a,b). Pak na intervalu (a,b) plati

[ o= [ fp).9' 0,
dosadime-li do primitivni funkce na pravé strané ¢ = ¢~ (x), kde ¢ je inverzni funkce

k funkci ¢.

Integraci substitu¢ni metodou provadime podle nasledujiciho schématu :

reya =[5 = 00 L [ o). g0di = Fay e = Fip™ () e

dx =@'(t)dt

dx
Priklad : Substitu¢ni metodou vypocitejte integral
'[ (4+ x)\/_
ReSeni :
substituce:
I d t? :th—dZ:2I dtz :2-larctg£+C:arctg£+C
G+xox e — (4+1°) (4+1) 2 2 2

Doporucené substituce pro nékteré typy funkci

Integrace iracionalnich funkeci

e Integral iracionalni funkce IR(x ;A ax + b) dx budeme fesit substituci " =ax+b.

Jx+2

—dx.
1+4x+2

Priklad : Vypocitejte integral .[

y Vx+2 1’ =x+2 t t*
ReSeni: | ———dx= =|—2dt =2|—dt =|d€limg =2 | (t —1
e J.1+\/x+—2 " ardr=ax| 1+t J.1+t dstime =2 -1+

+t—)dt %zz —2r 4+ 20 +1|+ C=x+2-2x+2 +2ln‘\/x+2+l‘+C
+

e Integral iracionalni funkce .[ R(x Nax+b,%ax+b,...," ax +b )dx budeme fesit substituci

t’ =ax+b, kde s je nejmensi spole¢ny nasobek &isel n,,n,,...,n, .




1
Priklad : Vypocitejte integral I ——Fd.
Jx(

+3\/;) *

5 2

1 6t° t t
—  dx= =[——————dr=6[——dr=6
j&a#\/}) ! IJF(H%/F) t I2‘3(1+t2) t I1+z‘2

=6t —6arctg t+C = 64/x — 6arctg§/; +C

t6 =X
6¢°dt = dx

ReSeni : dt =

Integrace goniometrickych funkci

Je-1i mozné integrovanou goniometrickou funkci upravit na tvar :
e R(sinx)-cos x, feSime integral substituci ¢ =sin x,
e R(cosx)-sinx, feSime integral substituci # =cosx,

Pro pievod jedné funkce na druhou pouZivame vztah 1=sin’ x +cos’ x, je-li tieba, rozepise
se licha mocnina goniometrické funkce v Citateli na sou¢in sudé mocniny a 1. mocniny.
V néekterych ptipadech se funkce vhodné rozsifi.

- e ot . roe 2 2 ~roog rw It .
Poznamka : Pfi integraci funkci sin’x a cos’x vyuzivdme pro snizeni mocniny

. 1 1
goniometrické vzorce sin’x = ) (1-cos2x),cos’x = 5 (I+cos2x).

3
Sin- x

Priklad : Vypocitejte integrétlyj—2 dx .
I+cos” x
Reseni :
.3 .2 . 2 —
. 1— ) t=cosx 1-
J~ sm)g :J-smx s;nxd :J- Coszxsmxdxz ' J‘( t) _
1+cos” x I+cos” x 1+cos” x dt:—smxdx (1+¢ )

Ildt+j

= J e dt = dt =t — 2arctg(t)= cos x — 2arctg(cos x) + C
t



